CHAPITREIII
ESTIMATION STATISTIQUE

| . GENERALITES

I.1. OBJET DE L'ESTIMATION STATISTIQUE

Le probléme de l'estimation statistique consiste & donner des valeurs approchées aux
parametres inconnus d'une population (par exemple la moyenne m, et la variance 62 si le
caractére est quantitatif ou la proportion p, si le caractére est qualitatif 4 2 modalités) a
l'aide d'un n-échantillon d'observations issu de la population.

Exemple :

On sep demande qu'elle est la proportion exacte de fumeurs chez les jeunes de 14 & 18 ans.
Il est évident que l'examen de tous les individus concernés aboutirait & la valeur exacte
cherchée, mais cette méthode est trop cofiteuse a mettre en oeuvre. Par contre nous
disposons de l'information collectée au niveau d'un échantillon : sur 100 jeunes observés
35 sont fumeurs ; cette valeur observée nous informe sur la "vraie valeur” de p,
proportion de fumeurs dans la population étudiée. En effet, on peut en déduire que p est

approximativement égal & 0,35.

. Cependant on peut souhaiter disposer d'une information plus précise sur p en donnant
un encadrement pour p ou fourchette d'estimation pour p ; ainsi, des observations on
peut conclure plus précisément apres des calculs ad-hoc, qu'avec un risque d'erreur de 5%

ona: 026<p<044.

La démarche d'inférence statistique consiste & étendre a la population toute entiére des
propriétés observées sur un/des échantillon(s) issu(s) de cette population par tirage au
hasard. L'estimation des parametres caractérisant la répartition d'un caractere statistique
~ dans une population donnée, s'inscrit dans cette démarche .

Cette démarche est inverse de celle adoptée au chapitre précédent en théorie de
I'échantillonnage. En effet, en théorie de l'échantillonnage, le statisticien étudie les
relations liant la répartition d'un caractére statistique dans un échantillon d'observations
et la répartition de ce méme caractére dans la population toute entiére dont il est issu.

I.2. CADRE DE LESTIMATION STATISTIQUE ET NOTATIONS

Comme dans le chapitre consacré  I'échantillonnage, on considére une population &
de taille N, dans laquelle on s'intéresse & la distribution d'un certain caractére X .

Dans cette population, un échantillon de taille n est prélevé au hasard ; la valeur du
caractére sur le i®me individu de I'échantillon est une variable aléatoire notée Xj,'A
l'échantillon de taille n prélevé, on associe un n-uplet de variables (X1, X2,...,.Xp). 3

Le prélévement au hasard implique que:
(1) Au caractére X considéré, on associe une variable aléatoire X, dont la loi de

probabilité est donnée par la répartition du caractére % dans la population.

@ Les v.a. Xy, .., X sont de méme loi que X.
30
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(3) Les v.a. Xj, ..., Xp sont indépendantes en probabilité :
- exactement, si les tirages ont lieu avec remise, '

- de maniére approchée s'ils ont lieu sans remise mais que la condition n/N < 0,1 -
est satisfaite.

Cedi nous a conduit & définir le n-pplet (X3, ..., Xn) de v.a. indépendantes et de méme loi
comme n-échantillon de la variable X.

Le probléme de l'estimation statistique se présente alors de la fagon suivante : on

suppose que la loi de probabilité de X est d'un type connu mais que I'on ignore un ou
plusieurs paramétres de cette loi.

On notera 8 le (ou les) parametre(s) inconnus et I'on utilisera, dans la suite du cours la
notation suivante:

pour toute v.a. X et pour tout nombre réel x, on posera :

fo(x) densité de X si X est une v.a. continue
f(x, 8) = Pg(X=x) si X est une v.a. discréte

Exemples illustrant cette notation :
1 SiX suit la loi de Poisson de parameétre 6, alors:

X
f(x,0) = e® o ouxe N

2) Si X suit une loi normale N6, 6), o1 l'écart-type G est connu et oi1 I'espérance
mathématique 6 est inconnue alors : :

1 1
= - —= (x-08)2
£(x,8) 5 exp( 552 (x-8) ) avecx € R
3) Si X suit une loi normale N(61,82), ot 6 = (61,87) est inconnu, on pose :

1 1
f(x,0) = € (-'—‘ x-6 2)‘ avecx e R,
) 92@; Xp 2622 ( 1)

-

L'objet de l'estimation statistique est de déterminer une valeur approchée du (ou des)
parametre(s) inconnu(s) 8, a partir de valeurs observées x3, ..., Xn de X, '

Deux approches sont possibles : ‘

(1) ou bien on souhaite disposer d'une valeur numérique ayant une forte probabilité
d'étre voisine du parameétre inconnu 6 ; on est alors dans le cas de l'estimation
ponctuelle et I'on dit que cette valeur numérique est une estimation du paramatre 6 .

(2) ou bien on veut construire un intervalle qui a une forte probabilité de contenir le
paramétre 0 ; cette approche est celle de I'estimation par intervalle de confiance..

Cette seconde approche est plus compléte que la premiére car elle permet d'apprécier a
la fois la précision et la crédibilité de 'estimation obtenue.

I.3. NOTION D'ESTIMATEUR

Dans le cas de I'estimation ponctuelle, autrement dit lorsque l'on souhaite obtenir une
valeur unique, appelée estimation, plus que la valeur numérique elle méme, c'est la
maniére de l'obtenir qui intéresse le statisticien. En effet, il est courant que I'on ait a évaluer
0 & partir de différents échantillons. On s'attachera:donc & mettre en évidence une régle
d'obtention de la valeur approchée de 0 a partir des valeurs observées xj, ..., Xn.

Cette régle sera caractérisée par une statistique, c'est-a-dire par une fonction algébrique
des variables de I'échantillon, soit T = g(Xy, ..., Xp).

Al
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Compte tenu de son emploi, cette statistique sera appelée estimateur du paramére 6. \

______ Sil'échantillon observé est (X, w,—xy), réalisation deYéchantiffon-atéatoire (Xq, -, Xp);alors—— ~——
l'estimateur T = g(Xy, ..., Xn), qui est une variable aléatoire, prend la valeur -
t = g(x1, -..Xn) qui est une estimation de 6 (un nombre certain) ; cette estimation est parfois
notée 6. PSR EX - §

n

Deux questions se posent désormais et feront 1'objet des prochains paragraphes :
() Quelles qualités demander a un estimateur ?

(2) Comment obtenir des estimateiirs pour Un certain paramétre inconnu 8 ?

il. L'ESTIMATION PONCTUELLE

I1.1. PROPRIETES DES ESTIMATEURS

Un estimateur a été défini comme étant une statistique, c'est-a-dire une fonction des
variables de I'échantillon, dont les valeurs ont une forte probabilité d'étre proches de la

vraie valeur du paramétre inconnu 6. Quelles qualités exiger de cette statistique pour que
ses valeurs soient proches de 6 ?

I1.1.1. Biaisd'un esH 3

" Soit X unev.a. donf la loi,- donnée par f(x, 6), est d'un type connu mais dont le T
parametre 6 est inconnu. Soient (X, ...,Xn) un échantillon detaillen delav.a.Xet Ty =
g(X1, ..., Xn) un estimateur de 6. .

% Définitions ' .
L'estimateur T, est dit sans biais siE(Tn) =0, ﬁ%our toutn.
Sinon on.appelle biais de l'estimateur Ty Ta quantité ibn =E(Tg) - 6. \ _

Dans le cas oi1 'estimateur est biaisé on peut avoirta propriété un peuvmoins forte

suivante : ' '

L'estimateur Ty, est dit asymptotiquement sans biais si 11{'1_1)1& bn =0,ie.si Ilé_:_x)mm E(Tp) =6.
Remarque : : '

Si iin estimateur Ty du paramétre § est sans biais, ses valeurs seront "en moyenne" égales
3 6 “cependant elles pourront s'en écarter plus ou moins selon les fluctuations d'
échantillonnage.

exenip_lés dfesiiﬁateu1's sans biais :

a) la fréquence empirique - i Conisoind
Corisidérons le cas d'un caractére qualitatif & deux modalités: autrement dit chaque
individu posséde une certaine propriété A ou non, alors 8 = p est la proportion des

individus qui possédent la propriété A dans .

On tlreauhasardnmdlwdus et I'on définit les variables aléatoires X1, ... Xn par

0155 X 7 { 1 sile i¥me individu tiré possede la propriété A
IR g 1) L R A S SR PR AR
On a vu dans le cours d'échantillonnage que la fréquence empirique _
; g X1+...+Xn
e

DA - 32 -
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vérifie E(Fn) = p, autrement dit, Fn, est un estimateur sans biais de p.

b) La moyenne empirique:
Si m est la moyenne théorique d'une certaine v.a. X, autrement dit m = E(X) et si, a
I'échantillon (X3, ..., Xpn) de la v.a. X, on associe la statistique :

n
-— 1 £
TasXn=g Zl Xi :
1=
alors, on sait que : E(Tn) = E(X) = m (cf. cours d'échantillonnage).
Ainsi, T = >_(n est un estimateur sans biais du paramétre m.

A

c) La variance empirique corrigée :
Sil'on souhaite estimer la variance 8 = 62 de X (on suppose que 62 est finie), on a vu que
la variance empirique de l'échantillon, c'est-a-dire la statistique :
n
i = -
S, = r% 2 (X; - X)2, vérifie I'égalité: E (Sif'l)=£n?1'2 G2.
i=1

2 . & .44
S, estdonc un estimateur asymptotiquement sans biais de G2

. 2 .
Si au lieu de S, on prend la variance empirique corrigée de 1'échantillon, c.a.d. la
statistique : o

n
2 =n_ 0 2 2
| sn=ni=2i (Xi-X)2=27 S, ona: E(Sy) =02,
2 . -
de sorte que S estun estimateur sans biais de la variance théorique ¢2.

I1.1.2. Les estimateurs convergents

Les définitions suivantes doivent nous permettre de préciser I'idée intuitive selon laquelle,
plus n est grand, plus l'estimateur T, a une forte probabilité de prendre des valeurs
proches du paramétre inconnu 6. . . :

Définition 1 e g
Un estimateur Tn du parametre 6 est dit convergent en probabilité si, pour tout nombre
réel positife, ona: :

r{i_rr}; P(ITnh-6l <€)=1 ou, ce quirevient au méme, si IP_I& P(ITn-612¢€)=0.

Définition 2 o ed
Un estimateur T, du paramétre 6 est dit convergent en moyenne quadratique (en m.q.)
s'il vérifie I{ng E((Tn - 0)2) =0. ' P

Remarque .

On rappelle que la convergence en m.g. entraine la convergence en probabilité,lj ceci
justifie I'intérét de la proposition suivante qui fournit un critére de convergence en
moyenne quadratique.

Proposifion'1: ,

Un estimateur Tn du paramétre  est convergent en moyenne quadratique si, et
seulement si, il est sans biais ou asymptotiquement sans biais et si sa variance tend vers 0
lorsque n tend vers l'infini.

(9]
w
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- - —exemple-d'application-de ta propuosition 1= o —- — e

Pour estimer la moyenne théorique m d'une v.a. X on peut prendre T = Xpn. On a déja
remarqué que cet estimateur est sans biais. Si de plus, la variance V(X) est finie, la relation :

V(Xn) = M montre que V(Xn) tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini. La proposition 1

permet alors d'affirmer que Xy est un estimateur convergent en m.g- de m =E(X).

Remarquons que le critére de convergence en m.q. donné & la proposition 1 suppose le
calcul de l'espérance mathématique et de la variance de l'estimateur Tn. En pratique, ce
calcul n'est pas toujours aisé ; la méthode suivante _permet, alors. dans. certains cas, de - ..

"~ démontrer la convergence en probablhté de Ty vers 6. -

Proposition 2 - Théoréme de Slutsky:

- Soient (Yn) est une suite infinie de v.a. qui converge en probabilité versla v.a. Y et g une
fonction réelle, continue définie sur I'ensemble des valeurs possibles des v. a. Y et Yp,

alors la suite des v.a. (g(Yn)) converge en probabilité vers g(Y), lorsque n tend vers
I'infini. On note : hm 1 g(Yn) =g(Y) (Pr).

~ Dansles exemples smvants I apphca’aon de ce résultat, permet d'obtenir la convergenceen -
- probabilité des estimateurs concernés :

Exemple 1:

2 -
Ona vu que I'estimateur S_ (et aussi S'z) converge en moyenne quadréﬁque vers 62 -1’
converge également en probabilité. Par ailleurs, la fonction g définie par g(u) = Vu pour

tout u positif, est continue. La proposition 2 permet alors d' afflrmer que Sp = ‘\/ 52 tend

en probablhte vers G = \] 62, lorsque n tend vers l'infini.
S, estdonc un estimateur convergent en probabilité du parametre c.

Exemple 2 :
" Soit X une v.a. deloi exponentielle admettant pour densité :
£0d) = {a eaX s x20
si x<0

o j . . 1
oil a est un paramétre positif que l'on Veut estimer. On saaltfque _E(X) B

Montrons Tn = l est un estimateur convergent pour le paramétre a.
/7;‘ z ’( h I E l/): & 1
Dapres la loi des grands nombres on a: 11m Xn =E(X) (Pr) ot E(X) B

1
La fonction g(u) = 4 est continue sur R* enappliquant la apr;_)posmon 2, on voit que la suite

desv.a. Tp =% -converge en probabilité vers -]_36(_) = a lorsquen tend vers l'infini. On a
n

ainsi établi la convergence en probabilité de I'estimateur Ty, vers la valeur inconnue a .

g
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'I1.2 COMPARAISON D'ESTIMATEURS

Il est souvent possible d'obtenir deux ou p1u51eurs estimateurs pour un méme paramétre
6. Par exemple, pour une distribution symétrique la moyenne et la médiane empirique

sont des estimateurs de m = E(X).
La définition suivante nous permettra d'élaborer un critére de choix entre deux

estimateurs.

Définition

On appelle écart quadratique moyen (e.q.m) la quantité E[(T- - 6)2].

On peut l'interpréter comme le carré d'une distance entre la vraie valeur du paramétre
inconnu 0 et son estimateur T,

Remarque
La relation suivante exprime l'écart quadratique moyen en fonction de la variance et du

biais de l'estimateur :
*) E((Tn - 0)2) = Var (To) + by,

Comparaison d'estimateurs :
Si Tnet U, sont deux estimateurs d'un méme paramétre 6, on preferera en général celui

qui, & taille d'échantillon égale, a le plus faible e.q.m.
En effet l'e.q.m. d'un estimateur mesure sa dispersion autour de la vraie valeur du

paramétre inconnu 0, par conséquent plus I'e.q.m. sera faible, meilleure sera Ia précision
de I'estimation.

(1) Cas de deux estimateurs sans biais :
Si deux estimateurs Up et Tn d'un méme parametre 6 sont sans biais , on préferera en

général celui qui, & taille d'échantillon égale, a la plus faible variance. En effet la variance
d'une v.a. mesure sa -dispersion autour de son espérance ; par conséquent, plus la
dispersion sera faible, meilleure sera la précision de I'estimation. ! E

-

Le graphique ci-dessous illustre cette situation : $ Farh g

f, densité de Tn
On densité de U ,.

—
)

Tn et Un sont sans biais et on a : E(Ty) = E(Up) '—;?09
de plus V(Tp) < V(Uy)

On est ainsi conduit a préférer Ty & Up.



https://v3.camscanner.com/user/download

(2) Cas de deux est;mateurs s dont ' l'un au moins est bigisé i T ————-———_
Le graphique ci-dessous permet de comparer grap]:uquement deux estimateurs Tp et Un
admettant pour densité de probabilité, respectivement fn et gn.

EUn=0 E(Tn)

Idi I'estimateur Up, est sans biais et on a E(Uy) =0; l'estimateur Ty, est biaisé, et on
a:E(Tp)>6.

Siona: E((Tn- 6)2) < E((Up - 9)2) V(U autrement ditsi e, q. m(Tn) < egq m(Un) alors Tn
_ sera préféré a Up,.

On est donc amené ici & préférer un estimateur b1alse aun estimateur non biaisé si l'erreur
- quadratique-du premier est inférieure 4 la variance du second. TR R e

L3 CONSTRUCTION D’ESTIN[ATEURS
Certains estimateurs sont évidents. Par exemple 1a moyenne_empn:lque X estun
_ estimateur sans biais, convergent de la moyenne théorique m ; de méme la variance

empirique corrigée S'2 est un estimateur sans biais et convergent de la vanance
théorique o2.

Mais il n'en est pas toujours ainsi, nous allons donc indiquer deux méthodes de calcul
d'estimateurs. Ces méthodes permettront, en outre de confirmer les est:mateurs que nous
connaissons de]a

IL.3.1. Méthode des moments
Au préalable donnons quelq"ues définitions :

Définition des moments théonques et des moments empiriques: - “7 = 5
Soit X une variable aléatoire et r un nombre positif,

Le moment théorique (non centré) d'ordre r est, si toutefois il est féel, le nombre :
my(X) = E(XT).

Le moment théorique centré d'ordre rest, si il existe, lenombre:
- uX) =E[X- EX). - i

On a par exemple : )
pour r=1 mX)=EX) = etpourr=2 myX)= E(X?)
mX) =0 H2 (X) =V(X).

et L B T
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51 maintenant (X, ...., Xn) est un n—échantﬂlon de la v.a. X on peut définir les moments
empiriques su.wants, qui sont des statistiques d'échantillonnage, dont des variables
aléatoires :

- Le moment empmque (non centré) d'ordre r estla statistique :

Si r =1 on obtient la moyenne empirique X.
Le moment empirique centré d'ordrer de la v.a. X est la statistique :
n
1 L -
=2 (XX
i=1

Pour r =1 le moment empirique centré est nul ; pour r = 2 on retrouve la variance
empirique non corrigée :

1 n
=;Zl (X; - Xn)?
1=

Remarques :
(1) Les moments théoriques sont des nombres certains tandis que les moments

empiriques sont des variables aléatoires.

'(2) Seuls les moments empiriques sont observables ; en effet, & partir d'une réalisation
(x1, ---» Xn) de l'échantillon on obtient une reahsa’aon de I'un quelconque de ses
moments empiriques. Au contraire, les moments théoriques, sont le résultat d'une
définition ou d'un calcul mathématique mais pas d'une observation.

Méthode des moments:

Cas oiz le parameétre 0 est unidimensionnel.
Soit (X3, ..., Xn) un n-échantillon de la variable X. D'aprés la loi des grands nombres la

statistique Xn tend en probabilité vers E(X)(, lorsque n tend vers l'infini. Dans un

échantillon de taille suffisamment grande, les valeurs % de la v.a. X, auront donc une
forte probabilité d'étre voisines de E(X). :
Ainsi lorsque 6 = E(X) la méthode des moments consiste 2 prendre pour estimateur de la

moyenne, la statistique T, = Xn

Si maintenant 6 apparai‘f dans I'expression de E(X) c'est-a-dire sil'ona:
E(X) = ¢(B) oi1 ¢ est une fonction bijective sur R et donc inversible,
alors on prend pour estimateur de 6 la statistique

Tn=0(X) ;
Lorsque E(X) n'est pas fonction de 8 (par exemple, si X est centrée), il faut rechercherun  #
moment théorique d'ordre supérieur qui le soit. Si, par exemple, E(X2) est “fonc_j:_io_n de B
autrement dit si ona E(X2) = ¢(6) ot ¢ est une fonction “ijectivé et donc inversible, la

BTN , 5 2 -
convergence du moment empirique d'ordre deux, soit = 1_21 X; vers E(X2) le moment
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_de 6 ]a statistique : |

L ——

théorique d'ordre 2, lorsque n tend vers l'infini nous amene a prendre pour estimat !

Y il 3 i e L e e e s

Exemples de calcul d'estimateurs par la fiéthode des moments :
(1) Parametre d'une loi exponentielle :
: y ¢ vl | :
Si X est une v.a. de loi exponentielle de paramétre 6, on a alors E(X) =g autrement dit

@ estla fonction qui & u associe @(u) =l (us> 0).

1
~ Onaalors cp‘l v cp‘l(v) =0 et l'es’amateur donné par la méthode des moments est

Tn= <P'1(X)==

() Variance d'une loi normale d'espérance connue :

Soit X une v.a. de loi normale N(m, 6) ot m est connu mais G est inconnu. On
cherche un estimateur du paramétre 6 =c?.

Le moment théorique d'ordre 2 s'écrit E(X2)=m2 + 62 = m?2 + 6 = ¢(6)

autrement dit la fonction ¢ est définie par @(u)=mZ+u et ¢7l(v)=v-m? ce qui
donne l'estimateur :

, Tn=CP_1[H Zi Xf]: %Fz“-i)émz N 1 L A i MY - AL

Cas d'un paraméire 0 multidimensionnel :

Plus généralement si 6 n'est pas un nombre mais un vecteur 6 =(61,...0x),illya k

paramétres & estimer. Il faudra alors écrire k équations faisant intervenir les moments
théoriques.

Le choix des moments théonques sera fait de maniére que chacun des 61,...,8k figure dans
l'expression de I'un au moins de ces moments.

Si par exemple ces k moments sont les k premiers, on sera condmt au systéme
d'équations suivant :

©r (01,--0) =E(X?) (r =1,...,k)

- 11 suffira alors de résoudre ce systéme par rapport aux inconnues 61, Bk |

Exemple : Estimation simultanée des pammetres de la loi normale N(m, 0)
Si m etv =02 sont tous deux inconnus, ona 6 = (m,v). AT N
Orona: m=EX) et v+m?2=E(X?).

Compte tenu de la relation

—2 ><,2—— , (- Xp+ X2

0

on obtient les estlmateurs. : ; o : o
n - - - e i,
Ti= X et Ta= %Z (X;-X)2=52
’ i=1

L'estimateur du vecteur 6 = (m, v) est donc T = (T1, T2) = (X, S2).
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Propriétés des estimateurs obtenus par la méthode des moments

* (1) D'aprés la loi des grands nombres, les moments empiriques tendent en probabilité
vers les moments théoriques de méme ordre, par suite les estimateurs obtenus par la
méthode des moments sont convergents en probabilité.

¢

2 Si n est assez grand, les moments empiriques suivent approximativement une loi

normale. i ey N

D'autres propriétés des estimateurs obtenus par la méthode des moments pourront étre
mises en évidence par une étude plus approfondie dans chaque cas considéré.

I1.3.2. Méthode du maximum de vraisemblance

Exemple introductif
Une urne contient des boules blanches et noires en proportion 1/4 et 3/4 mais l'on ignore

quelle couleur figure en proportion 1/4. On choisit au hasard avec remise, trois boules
dans cette urne, et 1'on observe le nombre de boules blanches obtenues.

Ainsi, la population considérée est I'ensemble des boules de l'urne. Le caract?re statistique
est qualitatif et comporte deux modalités : "blanc” ou "noir", codées respectivement 1 et 0.
La v.a. X associée a ce caractére suit la loi de Bernoulli de paramétre ® = p o1 p est la

proportion de boules blanches qui vaut soit 1/4, soit 3/4.

On observe une réalisation de (X1, X2, X3) qui est un échantillon de taille 3 de X et 1'on pose :
Z=X1+X2+ Xa.

Alors la statistique Z représente le nombre de boules blanches tirées ; Z suit la loi B{3,p).
On désigne par z l'une quelconque de ses réalisations et 'on pose :

h(z p) = P(Z = 2) = C3 p% (1-pf*=
ot1 z = nombre de boules blanches dans l'échantillon (z peut prendre les valeurs 0, 1, 2
ou 3).

On peut dresser le tableau suivant :

valeursde Z 0 1 2 3
h(z, 3/4) 1/64 9/64 24/64 27/64
h(z,1/4) 27/64 27/64 9/64 1/64

On décide de choisir comme estimation la valeur de 6 (1/4 ou 3/4) qui, 4 z fixé, maximise
la fonction h(z, 8). Autrement dit, on choisit la valeur de 8 qui donne a la probabilité de
réalisation de z la valeur maximale. On est ainsi amené & définir I'estimateur W de 6 par
la formule

W—{1/4 siz=0oul
~13/4 siz=2o0u3

La méthode du maximum de vraisemblance

Définition y
Soit (X1,X2,....Xn) un n-échantillon de la v.a. X dont la loi dépend du parameétre inconnu 6.
On appelle vraisemblance de 6 étant données les observations (X1,X2,....Xn), le nombre :

L(x1, 2. Xn ; €) = f(x1, B)f(x, 6) ...f(xn, 6).
89
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La fonction 6 — L(x1, ....Xn ; 6) est appelée fonction de vraisemblance de 6.

o __Remargue: _ .. ... ___ e - e - S
On rappelle que f(x, 6) définit 1a loi de la v.a. X par la formule :
x, 8) ={ fo(x) densité de X si X est une v.a. absolument continue :
’ Pg(X=x) si X est une v.a. discréte ; B
alors L(x1, ....Xn; 8) est la densité du n-uplet (X1,Xp,....Xn) sachant 0 si X est une v.a.
absolument continue et la probabilité Pg(X1=X1, ..., Xn =Xn) si X est une v.a. discréte.

La méthode du maximum de vraisemblance (en abrégé méthode du M.V.) consiste, comme
dans l'exemple précédent, & choisir la (ou les) valeur(s) de & qui rend(ent) maximum la
vraisemblance du parametre c.2.d. qui rend(ent) maximum la probabilité de réalisation
des valeurs Xy, ..., X, Observées lors du tirage de 1'échantillon.

1 é'agit donc d‘un"pr';bléme d'optimisation : on cherche une ;raleu: 6 deo qui maximise la
fonction :

6 = L(X1, ... Xn ; 0)
Autrement dit, il faut que 0 vérifie:

L(x1, ... Xn; 6) SL(x1, o Xn 5 6) pour tout 6.

En général la fonction ci-dessus est dérivable et on ééut' utiliser les dérivées Vpour la
recherche du maximum.

On remarque que la vraisemblance ‘étant positlve, o_n~p_eu-t _se__ contenter de chercher le
maximum dela fonction 6 — L(x1, ...Xn; 0) sur l'ensemble des 6 o1 cette fonction est
strictement positive.

Sur cet ensemble, il est alors équivalent de chercher la valeur de 6 qui rend maximum la
fonction :

. - s - ' n
0 —&nL(xy, ... xa;0) =Y, nf(x;,6).
Une condition nécessaire est alérs : .
gagzn L(X1, ..y Xn ;0) =0
Si © satisfait cette condition, une condition suffisante pour que 8 soit tn maximum
s'écrit: :

A

0% . , ,
w@n L(x1, ..., Xn ;8) €0 au point critique 8=6.

L'estimateur dii maxnnum ‘de ﬁéiéeﬁlblance eét alors-la véria’blé alé;atb'ifenz
Wn= © (X1, ..., Xp).

Propriétés des estimateurs obtenus par la méthode du M.V.
(1) L'estimateur Wp obtenu par la méthode du maximum de vraisemblance est
asymptotiquement sans biais et convergent en probabilité. o
- (2 Lorsque n est grand, la loi de la v.a. Wn -8, est voisine de la loi normale N(0, 6n) ol o
l'onaposé: - - R - -
' 1 B
On = N 0! avec In(9)=nE([gg In f(x,O)]z)

p—
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Exemple : estimateurs pour la moyenne et la variance d'une loi normale
Seoit X une v.a. de loi normmale N(m, 6) ot m et 62 sont inconnus. Le parametre 0 est alors
un vecteur a deux coordonnées : 8 = (m,v) et la densité de X s'écrit :

- )2
f(x,9)=f(x;m,v)=\/21Fexp (—Q%‘)— )

La vraisemblance de I'échantillon s'écrit alors :

1 1 v
L(Xll wep Xy e) Lo (ZTCV) n/2 Xp| - E 2{ (Xi - m)2
i=

En prenant le logarithme des deux membres, il vient

n
€nL(xy, .. Xn;0) = -% env- %,‘ z (xj - m)2 +-211€n (2m)
A i=1

Idi, les conditions nécessaires consistent en l'annulation des dérivées partielles premieéres
par rapport a m et & v. Elles s'écrivent respectivement :

3nLl 1 «
3n =v & (xi-m)=0
3fal n 1 &

v = avtna tmPeo

On tire de ces deux relations :

n
Al §
A=x et 9== ) (4-%2
s | 5
Le lecteur vérifiera que ceci correspond bien & un maximum de la fonction de

vraisemblance (la démonstration de la condition suffisante sera faite en TD).

Les estimateurs cherchés pour m et v sont donc la moyenne et la variance empiricjues -
Wi=X, et Wp=52

Conclusion :

Dans ce paragraphe consacré & l'estimation ponctuelle, nous avons vu comment
construire des estimateurs qui étant donné un échantillon d’observations fournissent une
estimation, c'est-2-dire une valeur numérique approchée, du parametre inconnu.

Il faut désormais s'interroger sur l'écart entre la vraie valeur du paramétre et son
estimation, autrement dit, essayer de chiffer l'erreur que I'on risque de commettre en
considérant que l'estimation obtenue est la "vraie valeur" du parametre a estimer.

La connaissance de la loi de probabilité de 1'estimateur, qui renseigne, a la fois sur les
valeurs possibles de I'estimateur et leur probabilité, permettra d'évaluer simultanément la
précision et la crédibilité de I'estimation. : e Sean)

ll. ESTIMATION PARINTERVALLE DE CONFIANCE

Le probleme de l'estimation par intervalle de -C-°F‘ﬁ@?19é;t,-est',l,e;ﬁéme' quecelm de :
'estimation ponctuelle, c'est la nature de la solution recherchée qui est différente :on.
es:sont aléatoires et ayant une for

T t ¥ R T
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probabilité de contenir la valeur du parameétre inconnu. Autrement dit 3 partxr d‘
échantillon (X3, ..., Xn) de la v.a. X et s'étant donné un nombre Q, compris entre Oetl, N
___doit déterminer. deux statistiques de_A(X1,-..,Xn) -€t -B(X1y w7 Xn) -vériffant+--- —— - —

(1) A(Xq, o Xn) SB(Xq, .., Xp) et

(2) ~ P(6 & [A(Xy, .., Xn), B(Xy, ..., Xa)]) =0 ouce qui revient au méme
(2bis) P(A(X1, ..y Xn) SO SB(Xy, .., Xp)) =1- 0

Définitions :

L'intervalle [A(Xy, ..., Xn), B(X1, .., Xn)] est appelé intervalle de confiance au seuil de

risque & pour le parametre 0 ou intervalle de confiance de niveau 1-ot pour le paramétre
0.

Si l'on dispose d"un échantillon d’observations. (X17 X200 Xn)s réahsahon de (X17..sXn)sla -
statistique A(Xy, ..., Xn) prendra la valeur a = A(X1, .., Xn), et la statistique B(X1, ..., Xn)
prendra la valeur b = B(xy, .., Xn) alors l'intervalle [a, b], qui est une réalisation de

l'intervalle de confiance sera appelé fourchette d'estimation au risque o pour le
parametre 6.

Le nombre[alest appelé seuil de risque et la valeur . est le niveau de confiance.

_ L'intérét de cette approche tient au fait que l'on peut, évaluer a la fois la précision et la_
crédibilité de I'estimation 6 de 0.

La précision peut étre mesurée par{ erreur absolue| qui, si § est dans l'intervalle [a, b],
vaut : e = max (b-6, e-a) et est- ma]oree parb-a.- Q¢ @.L = max (’a-@, g-a)

La précision peut aussi étre mesurée par ['erreur relative qui, si 9 est positif, vaut e/ et
est majorée par (b-a)/a, lorsque a est positif.

La crédibilit é, est appréaée par le nombre 1-0,, probabilité pour que 8 appar’nenne a
l'intervalle de confiance. En effet, du fait du tirage aléatoire de ' échantlllon, il n'est jamais
certain que la vraie valeur de 6 soit contenue dans cet intervalle.

Remarques

a) On peut noter que n et o étant donnés, il existe une infinité d'intervalles de confiance
possibles. En effet, la relation :

@) P(6 ¢ [A(X1,..., Xn), B(X, .., Xn)]) = 0t
peut se décomposer, d'une infinité de fagons si 0 et 02 sont deux nombres p0>1tlfs tels
que 03 + 02 = 0. on voit que les deux relations

3) - "P@<A(X1, .., Xp)=0q et ’
(@) P(6 > B(X1, ..., Xn) = 02. nnphquent la relation- (2)
Souvent, on répartit le risque de fagon symétrique c'est & dire avec o = 0 = 0./2 mais

cela n'est, pas obligatoire, en outre cela ne constitue pas toujours la meilleure solution
face a2 un probléme donné.

b) Si la vraie valeur du paramétre 6 api:artient a l'intervalle [a,b] et si l'on choisit, comme
valeur approchée de 6, le point milieu (a+b)/2) de cet intervalle, alors I'erreur absolue
est majorée par | E-aS_Z')) et |'erreur relative par( (a+b)/ 2a(lorsque a est positif).

¢) I faut souligner que 1'on a considéré ci-dessus le cas d'un intervalle bilatéral c'est-a-dire
un mtervalle dont les deux bornes sont aléatoires et pour lequel I'erreur peut avoir liey,
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' soit & cause de la réalisation de I'éveénement de la relation (3), soit & cause de la
réalisation de celui de la relation (4).

Dans un autre probléme, il pourra se faire que la recherche d'un intervalle unilatéral,
autrement dit, de la forme : ] -, C(X1, ..., Xn)] ou [C(X1, ..., Xn), + [, s'avére plus
pertinente, compte-tenu de la nature du probléme. 4

"
I11.1 INTERVALLE DE CONFIANCE POUR LA MOYENNE D'UNE LOIN(m,G)

On considére une population dans laquelle la v.a. X, associée au caractére quantitatif
&tudié, suit la loi normale N{m, o). Soient (X1, ..., Xp) un n-échantillon de X et X Ia

moyenne empirique de cet échantillon. On suppose que le paramétre m est inconnu et
1'on souhaite construire un intervalle de confiance pour m.

Deux situations peuvent se présenter : ou bien I'écart-type ¢ est connu, ou bien il ne l'est
pas.

IIL.1.1. L'écart-type ¢ est connu:

L G
gi X; suit la loi normale N{m, \/—;J et

=N L

On rappelle que la moyenne empirique X =

donc que la v.a. centrée réduite associée : U= y \/r_n suit la loi normale N(0, 1).
¢/\n

Par ailleurs, si on désigne par Fy la fonction de répartition de la loi N(0, 1), pour tout t
positif,ona:

Pt <USH) =R Fo0=2Ro0-1  p (e (UK E) = 4o

Alors si le seuil de risque choisi est o, et si t vérifie Fy(t) =1 - 0/2, en observant que la
double inégalité -t< U<t est équivalente a:

tc - s e e G < g
m-—=< X €m+——=soitencorea: X-——=<m<X+—=
\n \n \n \n
P(-t SU<t)=P(X LA, )'Z+t°) 1-a
ona : -t <ULt) = -— <m< —)=1-
= A

Autrement dit, lorsque 0 est connu, I'intervalle de confiance de niveau 1- 0o pour m
est donné par :

[f(-tg— | 5'(+t—0-]

G e

ol t vérifie Fo(t) =1 - /2 (lu dansla table de laloi N(0;1)

Remarquons que le nombre t est fonction du seuil de risque @, choisi. Le tableau suivant

résume, a titre d'exemple, les valeurs de t lues dans la table et correspondant a trois
valeurs possibles de o les plus couramment utilisées.
. .

]

o i 0,01 005 [ " 010 .
1-0/2 0,995 0,975 0,95
t 2,575 1,96 - 1,645

CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

~——-—-ﬁﬁn.{nsqueasuivante et e e S e P - S

Si maintenant on dispose d’un échantillon d’observations (X1, Xz, -+ Xn) delavad %
statistique X prend une valeur , notée X telle Ll l'on ait la fou.rchettte d'estimationp

c
Sm <X+ t—
& %
Remarques :
a) On peut noter que plus le seuil de risque o augmente plus t diminue et donc aussila
longueur de l'intervalle de confiance qui est 2t —= \]_
n

Par conséquent, a n fixé, une amélioration de la préc151on, c.4.d. une diminution de la
longueur de l'intervalle de confiance, ne peut s obtem: qu 'au prix d une augmenta’aon

—~<—-———duﬂnsque—--—--——-~~-~-———_.»- : - =

b) Lerisque a (risque de voir la vraie valeur de m ne pas appartenir  l'intervalle) a une
signification statistique : si l'on répéte un assez grand nombre de fois le tirage de
léchantlllon, en moyenne, on aura 100(1-a)% de chance que I'estimation de m soit
réussie, c'est-a-dire que l'événement de la relation (2), & savoir : "l'intervalle de

confiance recouvre la valeur inconnue de m", soit réalisé. On peut dire aussi que cet
évenement a une probabilité 1 - o de se réaliser.

I 1.2. L'écart-type G esti inconnu

En pratique; il est rare de connaitre ¢ lorsque m est inconnu. Dans ce cas l'intervalle de

confiance pour m, donné ci-dessus ne convient plus car il contient l'inconnue
supplémentaire G.

n
On considére alors la variance empirique corrigée : S2 = —r_}-—l_ 2 (Xi-X)2

S'2 est un estimateur sans biais et convergent de 62. Ceci sugggre de remplacer 6 par S"de
sorte que l'intervalle de confiance pour le parameétre m est :

[x-£= X

& 3

Cependant, il faut noter que le calcul de cet intervalle repose sur la statistique :

o, T s

L m. b . o . . . £ e 3
s'/\n ;

lorsque n 2 30 on peut considérer cette v.a. comme v.a. deloi. normale N(o, 1), )
lorsque <30 cette v.a suit une loi de Student a § =n-T)degrés de liberté.

La loi de Student est tabulée : la table fournit directement, en foriction de n et o la valeur
positive t vérifiant: P(-t<T<t)=1-q.

Autrement dit, lorsque ¢ est inconnu, l'intervalle de confiance de niveau 1- 0 pourm
est donné par :

0
1

S )
7 Sl St e

olt t est défini par P(-t<T<t)=1-oetla valeur det est lue dans la table des fractiles de

laloi N(0, 1) sin 230, dansla table dela loi de Student sinon.

X -t
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St maintenant on dispose d'un échantillon d’observations (x1, X2, ..., Xn) de lav.a. X i.e. une

fois connues les valeurs X et s réalisations respectivement des v.a. X et S' on calcule une
réalisation de cet intervalle de confiance ou fourchette d’estimation pour le parameétre m
aurisque . soit:

Exemple:

Si dans un échantillon de taille n = 30 on a observé X =55, 52 = 12 et si le risque o est choisi
égal 4 0,10, on obtient alors par lecture dans la table de la loi de Student t =1,699. On en

déduit l'intervalle de confiance [ X - LS, . g.li2 ]

Va0 /7 430

Si on utilise les valeurs observées pour les statistiques X et S2 on obtient alors la fourchette
d’estimation pour m au risque 10% suivante : 53,93 < m < 56,07.

Remarque : Pour une méme valeur de o la valeur de t obtenue par la loi de Student est
plus grande que celle obtenue par la loi normale centrée réduite et diminue quand ¥ (ou
n) augmente. '

ITL. 2. INTERVALLE DE CONFIANCE POUR LA MOYENNE D'UNE LOI QUELCONQUE

Si 'on ne fait plus I'hypotheése de normalité sur X les résultats du IIl.1. ne sont plus
applicables. Néanmoins, si la taille de I'échantillon est assez grande le théoréme central

X -
limite montre quelav.a.: U= /\F suit approximativement la loi N (0, 1), ce qui
G/\n

implique en particulier que pour tout t positif la probabilité P(- t < U < t) est proche de
Fo(t) - Fo(-t) = 2 Fy(t) - 1. On pourra donc considérer que (2) est vérifiée de facon
approchée et construire l'intervalle pour m comme précédemment, lorsque ¢ est connu.

Lorsque G estinconnu, la variable aléatoire :

X-m X-m

T= = -
s/Vn  S/\n-l

peut étre considérée comme normale quand n est assez grand ce qui permet de construire
un intervalle de confiance pour m vérifiant de fagon approchée la relation (2).

si le parametre g_est connu l'échantillon sera considéré comme grand dés
quen>50;si g estinconnu on exigeran 2 100. '

II1.3. INTERVALLE DE CONFIANCE POUR UNE PROPORTION

On s'intéresse & un caractére qualitatif a8 deux modalités codées 1 et 0. : L G g
La répartition du caractére dans la population est caractérisée par la proportion p des =~ =
individus qui possédent la modalité codée 1. On souhaite estimer p en construisantun ..~ '
intervalle de confiance ayant une forte probabilité de contenir la valeur exacte de p.

A cette fin, on choisit au hasard n individus dans la population et T'on note X;la valeur

prise par le caractgre sur le i#me individu de 1'échantillon (i=1, ..., n). On pourra admettre-.

que la suite (X1, ..., Xy) ainsi obtenue peut &tre considérée comme un n-échantillon de la’
v.t. X suivant une loi de Bernoulli de paramétre p. : R v

e T o
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X]_+. . .+Xn
- Alors la fréquence emplnque tHy g e

l {
fffffff —a——P—et 1’(51ra EFp=pet V(Fn) = M‘m*ou l’on EPOS@" e ":‘%—;"’”

Cet estimateur va nous permettre de construire un intervalle de confiance pour p. Nous il

n'envisageons que le cas od n est suffisamment grand et ou I’on peut approcher laloide
Fn par une loi normale.

En effet, sila taille de I'échantillon est suffisamment grande, le TCL permet d’approcher la

loi de Fy, par une loi normale N(p,‘\, %ﬂ J (ot q =1-p).

- - .Calcul d'un intervalle de confiancepour p:

On se restreint au cas ol l'échantillon est grand et oit l'estimateur F, suit une loi-

approximativement normale N[p,' \ ’ %q‘ ]

On prendra alors un uuervalle dela forme:

[R-t‘\[w Fr Tr\[: o il ; ';ﬁ"‘

ot le nombre positif t est Ie frachle d ordre 1-a/2 de la loi normale ,'N(O 1).

En effet, si Fn suit apprg_))gmatlvement la 101 N [p . ‘\ ’ £ alors la vanable U Infp: suit
e , ne S W{
' approxlmahvement une loi N (0,1) etsi t estle fractile d'ordre 1-0a/ 2 dela loi MN(O, 1),
autrement dit, si t vérifie t= Fol (1-00/ 2) ona: _ |

P(|U|<t) 2Fy()-1=1-0 et donc aussi P{

<t l-a
) _
So1tencore P(| Fa- p|<’c\Jpq/n) = P(- tV pq/n < Fn-p <t\qu/n)=1‘-oc. o
Par conséquent : P(Fn-t\Jpq/ﬁ <p< Fn+f\]pq/n)=1-a. |

On remarque que bien que p ne soit qu'une moyénne théorique particuliere, on n'est
cependant pas dans la situation étudiée en ML.1.1 car l'ecart-type de Fn dépend de P, qui
est inconnu. ; ‘

Deux méthodes rapides mais quelque peu approximatives permettent de lever cette ‘
difficulté :

(1) La premiére consiste a estimer pq par Fn(l-Fn) qui est un estimateur asymptohquement
sans biais et convergent de ce parametre. En effet on voit que Fn(1-Fp) n'est autre que.
la variance empirique dé I'échantillon (Xj, ..., Xp). ‘

L'intervalle de confiance pour p estalors:

¢ ’F 1-Fp) F;,, (1-F
I_Pn't '—n(n n, Fn"i't i n( n)]
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/() La seconde méthode est celle de l'intervalle de confiance par exces. Elle est basée sur
le fait que, pour tout p dans [0, 1], on peut majorer la quantité pq = p(1-p) par 1/4. On

a dong, pour tout n : ’\/ I? < __1__\{_ et I'intervalle de confiance par excés sera :
2\n

[FH'LI Fn'*' ‘—t—]

2Vn 2\n

. t
En effet, puisque l'événement : [,Fn- \5)%;5 psFy+ W]

. t t
implique 'événement: |Fn-——= <p <Ft+——=
piq [n 2\/; pPstn 2\/;]
on en déduit que l'intervalle aléatoire trouvé vérifie :
t t
Fh-—= , Fa+——=|]| >1.
P[pe[nz\/; n 2\/;])_1 o
d'ot1 le nom de cette méthode.
O

V. DETERMINATION DE LA TAILLE) D'ECHANTILLON POUR OBTENIR UNE
PRECISION ET UNE CREDIBILITE FIXEES

Plusieurs exemples de construction d'intervalles de confiance, ont été vus dans les
paragraphes précédents. Connaissant la valeur du risque ¢ et la taille n de I'échantillon, les
bornes de l'intervalle et donc aussi sa longueur, sont alors entiérement connus. Par voie
de conséquense la précision est entiérement déterminée par la connaissance de & et n.

En pratique, une question importante se pose souvent : comment choisir la taille de
1'échantillon pour obtenir une précision et une crédibilité imposées.

La crédibilité est mesurée par le niveau de confiance 1- o.

La précision, peut étre exprimée en valeur absolue ou en valeur relative. Pour fixer les
idées, supposons la donnée en valeur relative, c'est-a-dire par un nombre k strictement
compris entre 0 et 1. Alors, si 6_est le parametre a estimer, la-demi-longueur de l'intervalle
de confiance devra étre au plus égale a . Autrement dit, en reprenant les notations
dul, on exigera:

(5) \B(X1), ..., Xn) - A(X1,. Xn) < 2k 10 |

Ceci suppose que I'on accepte la vdeul%:b} comme vraie valeur du parameétre 6.

En pratiguelle prélévement d'un échantillon est d'autant plus cotiteux que sa taille est grande,
on cherchera donc le plus petit entier n pour lequel la condition (5) est vérifiée.

Deux exemples vont illustrer ces considérations.
exemple 1: Estimation de la moyenne d'une v.a. normale
2

Scit X un v.a. de loi N(m, 6) Lorsque l'écart-type O est connu et le paramétre m inconnu,
l'intervalle de confiance pour m est de la forme :

iR i t
[ Xn - ‘\/TG- Xn + \/—?—] ou t estle fractile d'ordre 1 -% delaloi N(O, 1).
n n
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